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SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES (SED’S)

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de 1% orden (SED’S).

Se tiene el problema:

Condiciones iniciales

d

d_i:f;/(xayazaa))

dz Y(x=x,)=,

e ALY Z(x=1x,) =z,
o(x =x,)=w,

90 f(xy.z0)

dx

Este es un Sistema de Ecuaciones Diferenciales (SED) acoplado, donde ‘x’ es la variable

2., 2.0

independiente;’y’,’z” 'y ‘@’ son las variables dependientes, las cuales a su vez son

dependientes entre si. Las funciones f,, f. y f,, dependen en principio de todas las variables.

Ahora el problema es encontrar las funciones de y, z y @ que satisfagan simultaneamente el

SED.

Ya se han estudiado los métodos explicitos e implicitos para resolver el PVI con una sola
ecuacion. Todos los métodos aplicables a los problemas de una sola variable (una ED)
también pueden aplicarse a los SED’S si se reescriben estos ltimos de manera apropiada.

El truco esta en reescribir el SED en forma vectorial.

Para una ecuacion se tenia que:

V=1 (%) =¥,

Ahora se definen los siguientes vectores:

Y Yo
Y =| z |Vector de variables dependientes Y, =| z, | Vector de Valores Iniciales
@ @y
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y
Y'=|Z Vector de derivadas
w’
Noétese aqui que las
Se reescriben las funciones de las ecuaciones: ecuac‘lones no han
B cambiado, so6lo se
S,y z,0) = f(x,Y) cambi6 la forma de
f(x,y,z,0)= f.(x,7) escribir los argumentos

f;u(‘x’yﬂz’a)):fw(xﬂy)

El siguiente paso a seguir es el verdadero truco, estas funciones por separado se agrupan en

un vector.

Definimos el vector de funciones:

S (x, 17)

F(x,Y)=| f.(x,Y) Vector de las ecuaciones diferenciales

f,(xY)

Finalmente, el SED se puede escribir de la siguiente forma:

VY ([ (xy.z.0) f,(x.Y)
2= f(xy,z,0) |=Y =] f.(x,Y) |= Y =F(x,Y)
o) \ f.(x,),2,0) £, (x,Y)

Con esta estructura se pueden aplicar todos los métodos ya vistos para una ecuacion.

La solucion que se obtendra ahora es una tabla de valores: x-y-z-w, que representan a las

tres funciones. Graficamente, se obtienen 3 curvas, que representan a cada variable.

N Nota: y, z, o representan diferentes
magnitudes  fisicas  (temperatura,
presion, concentracion, etc.) por ello

deben dibujarse en graficos en

separados para cada tipo de magnitud.
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1.1 Métodos de un Paso Explicitos
= Meétodo de Euler (Taylor)

Para el caso de una ecuacion se tenia que:

yi+1:y[+h'f(xiayi)+0(h2) con x[:xo+i'h 5 i€ [0,n]

Ahora, para el SED se reescribe asi:

Y

i+1

=Y, +h-F(x.Y,)+O(h*) con X =x,+i-h ; i e[0,n]

Noétese aqui que ‘4’ es Unico para todas las variables dependientes.

Aqui:
Y, YVinl O(h*)
Z = & ) )_/;4—1 =\ Zin > é(hz) =| O(h*)
o o )

Noétese aqui que el orden del error es el mismo para todas las variables.

Las ventajas y desventajas son las mismas que para una sola ecuacion, en particular, debe
seleccionarse un valor de ‘4’ todavia mas pequefio para asegurar la convergencia de todas
las variables dependientes.

= Meétodos de Runge — Kutta

Ya se vio anteriormente que esta es una familia de métodos que usan unas constantes ki, &,

ks, ka4, etc. para calcular el punto siguiente.

A continuacion se explican las mas comunes:
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a) Método RK2 Explicito:

En el caso de una sola ecuacion se tenia que:

y'=f(xy) ;o (X)) =Y,

El método usa dos constantes k; y k»:

k] :h'f(xivyi)
ky=h-f(x,+h,y +k)

1
Yinn = Vi +5’[k1 +k2]

Ahora bien, como se tiene un SED de la forma:

Y':ﬁ(x,f) . Y(x,)=Y,

Se tendran un juego de constantes ‘A’ por cada una de las variables independientes y ,z ,o ;

es decir, se tendra:

kly ; ka
klz; 2z
kla) 7 k2w

Cada una de estas constantes debe evaluarse con la funcidon respectiva de la ED como

sigue:

V'=f(xy,20)
El sistema original es: z'=f.(x,y,z,0)

o' = f,(x,y,2,0)

k]y =h'fv(xi’yi’zi’a)i)
Ahora se definen los k; para cada variable: &k, =h-f.(x,,y,,z,®,)
ki, =h-1,(x,5,2,0)

Esto escribirse de forma vectorial como: k, =4 F (xA,
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A continuacion se definen los k, los cuales usan a los k; ya evaluados.
kzy = h-fy(xi +h;y, +k1y 32, + k0 +k,)

y b

ky,=h-f,(x+h;y, +k1y 32, + ko +k,)

ky, =h-f.(x;+h;y +k ;z.+k_ ;o +k,)

Noétese que a cada
Escrito en forma vectorial queda asi:

Vi, Zi, @i se le suma

k, =h- ﬁ( X +hY +k, ) el correspondiente

kiy, k12, k1

Vit =i +%|:k1y +k2y:|

Ahora, el punto siguiente (i+1) viene dado por:  z,,, =z +%[klz +k,_ ]

Escribiéndolo en forma vectorial queda: Y, =Y + —[lgl + lgz]

Esta formulacion es muy poderosa porque permite evaluar un sistema de ‘n’ ecuaciones,
desde muy simples a muy complejas.

b) Método RK4 Explicito:

Como se sabe, este método hace uso de cuatro (4) constantes ‘k” en su formulacion.

A continuacion s6lo se presenta la formulacion para Simpson 1/3 en forma detallada; la de

Simpson 3/8 es exactamente igual, s6lo cambian las fracciones que multiplican a los ‘&’.

Para el caso de una ecuaciéon se tenia que:

y'=f(xy) ;o (%)=,

Y que las constantes asi como el punto siguiente venian dados por las siguientes
ecuaciones:
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kl :h'f(xj’yi)

h k
k,=nh- =,y =
2 f(xl 2 yl 2)

h k
k,=h-f|lx+—;y +-=
3 f{l 2 yl 2)
ky=h-f(x,+h;y +k)

Viu =V, +é[kl +2k, + 2k, +k, |

Igualmente, se tendra un juego de ki, k2, k3 y k4 para cada variable en el SED.

kly Zh'fy(xpyiozi’a)[)
Se definen los k;: k. =h-f(x,y,z,0)
kio=h-fo(X;, 3,2, 0,)

Noétese que a cada

Vi, Zi, @i se le suma

el correspondiente

kiy, k12, k1o

En forma vectorial:  k, = /- F(x,,Y)

h 1
k, =h A=y izt +
2y fv(‘xt 2 yl 2 Zl 2 i 2
Se definen los kj: k,.,=h-f|x +ﬁ'y +—2z +E'a)+ Lo
: 2z z i 2’ i 2 2% 2 L 2
h k, k
k, =h X +—3 +_y; + lz,a)+ﬂ
20 j;u( i 2 yl 2 Z; i 2 j
: . - o h sk
Ahora se reescribe en forma vectorial: ky=h-F xi+5,1/, +?
h > k k
ky, =h X+ =y + =2
3y _f}( i 2 yl 2 i 2 i 2 ]
k
Se definen losky: &, =h-f, xl.+ﬁ;yl.+i;zl.+&;a)i +E
2 2 2 2
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. . - = = 1=
Escribiéndolo en forma vectorial queda: ky=h-F (xA +§ ;Y +E 2)
L vtk )2

=| z,+k,, /2
o, +k,, /2

con: Y +-=2
2

by =h-f,(x,+h:y, +ky 2,4k, 0, +k,,)

y < 3z 2

Ahora se definen los ky: k,, Zh'fz(xi"‘h;% +k3y 1z ks, otk )
by =hf,(x,+h:y, +k

3y 52tk o+ )

Los cuales se pueden reescribir como: k,=h-F(x,+h;Y +k,)
yi + k3y /2

con: Yy, +k,=|y +k,./2
yi + kSa)/z

Finalmente, el nuevo punto (i+1) se calcula como:
1 4
yi+l = yi +g|:kly +k2y +k3y +k4y:|+0(h )
1 4
Z,, = Z, +g[klz +ky +ky, +k, |+ O(h")

o, =o, +%[k1w +k,, +ky, +k,, ]+ O(h")

i+1

En forma vectorial queda: Y, =Y + é [lgl + 2k, + 2k, +k, } +O(h")

i+ 1

Expresado de esta forma general el método es muy poderoso para un nimero cualquiera de
ecuaciones.
Sin embargo, en lineas generales, debe usarse un ‘4’ bastante pequeflo para asegurar la

convergencia de todas las variables y, z y w.
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1.2 Métodos Multipaso Explicitos

Son los que utilizan varios puntos previos:
= Meétodos de Adams — Bashford - Moulton

Como ya se ha estudiado, esta familia se cataloga por el nimero de puntos previos
utilizados y tienen dos etapas; una de prediccion y otra de correccidon, por esta razon

también se les conoce como métodos predictor — reductor.

Prediccidon: Adams — Bashford

Se presentan las formas para el sistema de ecuaciones:

yiPH :yi +h'fy(xi,yi,Zi,(0i)
ABI: zi =z +h f(x,y,z,0)
a)‘il =, +h'fw(xiayiaziaa)i)

1

En forma vectorial:  Y' =Y +h-F(x,Y)

i+1

h
y,»PH =V +E'|:3'fy(xnyi’Zi’a)i)_j;z(xi—l’yi—l’zi—l’a)i—l):|
h
AB2 Zilz—l = 5 [3 f(‘xl’yl’ l’a)) f(xl l’yl 1° 11’ i—l)]

a)iljrl =, +E.[3'fa)(xi’yi’zi’a)i)_fa)('xifl’yifl’zifl’a)ifl)]

En forma vectorial:  Y", =Y +§ [3 F(xi,i)—ﬁ(xifl,}? )]
Se procede se la misma forma para las expresiones restantes:

i-1°

AB3: A ﬁ+%~[23~ﬁ(xi,)7i)—l6-ﬁ<x‘ V)45 F(x.7)|

AB4: Y =Y+ %[55 F(x,%)=59-F(x, ¥ ) +37-F(x,,,Y,)=9- F(x,5,7.,)]
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Correccion: Adams — Moulton

Aqui se utilizan los valores predichos arriba:

c _ P P P
yi+l_yi+h'f (xi+1’yi+19Zi+1’a)i+l)

_ P P P
AMI: z+l =z +h- fz( z+1’yi+19Zi+l’a)i+1)

P P

_ P
z+1 a) +h f( :+19yi+1’Zi+19wi+l)

En forma vectorial;

Yzi:z"‘h'ﬁ( YP)

l+l’ i+l

V=t 331, (b2 )= £, (503200
AM?2: Zl'CJrl =z g [3 fz( i’yzil’zi}jrl’a)iil)_f;(xiﬂyi’Zi’a)i)]

h
C P P P
Wy = O, +E'|:3'fw(‘xibyi+lﬂzi+19a)i+l)_fa) (xl.,yl.,z[.,a),-)]

En forma vectorial;
Estaes la

[3-F(x, 7))~ Fix,.T) | misma forma de
Euler Implicito

Y5 =Y+

I+ 1

le

Procediendo de la misma forma para las formulas restantes:

i+1 i

AM3: YC =7 + % [23-F (%, 70, ) =16+ F (x, 7, ) +5- F (x. .7, )|

LN

2 [55-F(x,, 1) =59 F(x,,7)+37-F(x, .7, ) =9 F(x,,,,,) |

AM4: Yo=Y+

Aqui se debe recordar que cada método AM debe ser usado con su respectivo AB.
El procedimiento de arranque es el mismo que para una ecuacién. También se puede

combinar igualmente con RK4.
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